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СВЕРХЗВУКОВЫЕ ВИБРОТРАНСПОРТНЫЕ РЕШЕНИЯ  
ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ И ИХ СВОЙСТВА 

Исследуется воздействие вибротранспортных источников излучения волн в средах, кото-
рые связаны с движущимися обьектами, скорость движения которых может быть дозвуковой, 
звуковой, сверхзвуковой, а в средах с несколькими звуковыми скоростями (упругие, например) 
еще и трансзвуковой. Здесь строятся фундаментальные и регулярные вибротранспортные ре-
шения волнового уравнения при сверхзвуковых скоростях движения источника возмущений при 
любых числах Маха, больших 1, в пространствах физической размерности (N=1,2,3). Построе-
ны фундаментальные решения этих уравнений – функции Грина, которые описывают динами-
ку среды при движении сосредоточенного в точке источника, который движется с постоянной 
скоростью и вибрирует с постоянной частотой. На его основе построены обобщённые решения 
вибротранспортного уравнения при действии как распределенных в пространстве движущихся 
виброисточников, так и сосредоточенных на движущихся поверхностях и линиях.

Построенные решения позволяют строить решения многих уравнений механики сплошных 
сред для такого типа движущихся сверхзвуковых источников возмущений в изотропных средах 
и найдут обширные применения при решении различных инженерно-технических задач.

Ключевые слова: волновое уравнение, сверхзвуковая скорость, число Маха, вибротран-
спортные решения, функция Грина, преобразование Фурье, ударные волны, условия на фронтах.
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Supersonic vibrotransport solutions  
of the wave equation and their properties

Here the effect of vibrotransport sources of wave radiation in media is investigated which are as-
sociated with moving objects, the speed of which can be subsonic, sonic, supersonic, in media with 
several sonic speeds (elastic, for example) also transonic. The fundamental and regular vibrotransport 
solutions of the wave equation are constructed for supersonic speeds of the disturbance source at any 
Mach numbers greater than 1, in spaces of physical dimension (N = 1, 2, 3). Fundamental solutions of 
these equations are constructed – Green’s functions, which describe the dynamics of the medium during 
the movement of a source concentrated at a point, which moves with a constant speed and vibrates with 
a constant frequency. On its basis, generalized solutions of the vibrotransport equation are constructed 
under the action of both moving vibration sources distributed in space and concentrated on moving sur-
faces and lines. These solutions allow constructing solutions of many equations of continuum mechanics 
for this type of moving supersonic sources of disturbances in isotropic media and will find extensive 
applications in solving various engineering and technical problems.
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tion, Fourier transform, shock waves, conditions on fronts.
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Толқындық теңдеудің дыбыс-дірілді тасымалдану  
шешімдері және олардың қасиеттері

Мұнда қозғалатын объектілермен байланысты толқындық сәулелену көздерінің ортаға 
әсерін зерттейміз, олардың жылдамдығы дыбыстық, трансоникалық, дыбыстан жоғары, бірнеше 
дыбыстық жылдамдықтары бар орталарда (мысалы, серпімді) және трансоникалық болуы 
мүмкін. Физикалық өлшемдік кеңістіктерде (N = 1, 2, 3) 1-ден асатын кез келген Мах сандарында 
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бұзылу көзінің дыбыстан жоғары жылдамдықтары үшін толқын теңдеуінің негізгі және тұрақты 
діріл тасымалдау шешімдері құрастырылған. Бұл теңдеулердің іргелі шешімдері – тұрақты жыл-
дамдықпен қозғалатын және тұрақты жиілікте тербелетін нүктеде шоғырланған көздің қозғалы-
сы кезінде ортаның динамикасын сипаттайтын Грин функцияларын құрастырған. Оның негізінде 
кеңістікте таралған және қозғалатын беттер мен түзулерде шоғырланған қозғалмалы тербеліс 
көздерінің әсерінен тербеліс беріліс теңдеуінің жалпыланған шешімдері құрастырылған. Бұл 
шешімдер изотропты ортадағы қозғалатын дыбыстан жоғары бұзылу көздерінің осы түрі үшін 
континуум механикасының көптеген теңдеулерінің шешімдерін құруға мүмкіндік береді және 
әртүрлі инженерлік есептерді шешуде кеңінен қолданылады.

Түйін сөздер: толқын теңдеуі, дыбыстан жоғары жылдамдық, Мах саны, тербеліс беру ше-
шімдері, Грин функциясы, Фурье түрлендіруі, соққы толқындары, фронттардағы шарттар.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Введение 
 
Исследование процессов распространения 

волн в сплошных средах и электромагнитных 
полях приводит к решению систем дифферен-
циальных уравнений в частных производных 
различного типа и определению их решений в 
виде векторных полей, которые описывают раз-
личные характеристики динамических процес-
сов. Это могут быть, например, перемещения и 
скорости, как в упругих и многокомпонентных 
средах, или напряжённости электромагнитных 
полей, изменение которых в пространстве и 
времени позволяет моделировать такие процес-
сы и изучать их математическими методами.  

Как известно, любое векторное поле 
( , ) ( , )j jt u t=u x x e  можно представить через 

скалярный и векторный потенциалы (φ, ψ) в 
виде (Mors & Feshbakh, 2013): 
 

( , ) grad ( , ) rot ( , )t t tϕ= +u x x ψ x , 
 
которые описывают дилатационные и вихревые 
волны в рассматриваемой среде. В изотропных 
средах, как правило, они удовлетворяют волно-
вым уравнениям: 

 
( , ), ( , )c cf t t

ϕ ψ
ϕ = =x ψ g x  , 

 
поскольку скорость распространения волн в 
таких средах всегда конечная и не зависит от 
направления распространения волны. Скорость 
движения может быть разной у этих волн, как в 
упругих средах, где сдвиговые волны, описыва-
емые векторным потенциалом, распространя-
ются медленнее дилатационных. А в электро-
магнитной среде, описываемой уравнениями 
Максвелла, они одинаковые. Это делает иссле-
дование решений волновых уравнений необхо-
димым и актуальным. 

Среди действующих источников возмуще-
ний в различных средах наиболее распрост-
ранены транспортные, которые связаны с 
движущимися источниками (нагрузками), 
форма которых не меняется с течением 
времени, а скорость движения может быть 
дозвуковой, звуковой, сверхзвуковой, а в средах 
с несколькими звуковыми скоростями (упругие, 
например) еще и трансзвуковой. В работах 
(Alekseeva, 1991; Alekseyeva, 1994; Alekseyeva, 
1998; Alexeyeva & Kayshibayeva, 2016, 
Alekseyeva, 2008, Alexeyeva, 2010) построены 
транспортные решения волновых уравнений и 
уравнений теории упругости, и, на основе мето-
да обобщенных функций, разработан метод 
граничных интегральных уравнений для реше-
ния стационарных транспортных дозвуковых и 
сверхзвуковых краевых задач в областях с ци-
линдрической формой границ. Отметим, что 
число работ по исследованию воздействия 
транспортных нагрузок на окружающую среду 
в последние десятилетия растет в связи с интен-
сивным строительством высокоскоростных до-
рожных и подземных транспортных магистра-
лей и имеет довольно обширную библиогра-
фию, с которой можно ознакомиться в статьях и 
монографиях (Alexeyeva, 2017; Chattopadhyay et 
al., 2011, Chattopadhyay & Singh, 2012; Hoop, 
2002; Sheng, et al., 1999; Egger, 2000; Brezhnev et 
al., 2005; Ukrainets, 2006). 

Есть еще один очень важный для приложе-
ний класс источников возмущений (действую-
щих сил и нагрузок), которые не только дви-
жутся с различными скоростями, но еще и 
пульсируют (вибрируют, колеблются) с опреде-
ленной частотой. В качестве примера можно 
привести различные электромагнитные излуча-
тели, движущиеся элементарные частицы, по-
движный вибротранспорт и т.п. Поэтому акту-
альным является математическое моделирова-
ние таких процессов с учетом, вида источника, 
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привести различные электромагнитные излуча-
тели, движущиеся элементарные частицы, по-
движный вибротранспорт и т.п. Поэтому акту-
альным является математическое моделирова-
ние таких процессов с учетом, вида источника, 

скорости его движения и частоты вибрации. 
Класс таких модельных задач при дозвуковых 
скоростях движения при числах Маха M <1 рас-
смотрен в статье (Alekseyeva, 2024).  

Здесь строятся фундаментальные и регуляр-
ные вибротранспортные решения волнового 
уравнения при сверхзвуковых и звуковых ско-
ростях при числах Маха 1M ≥  в простран-
ствах размерности N=1,2,3. Построены функции 
Грина, которые описывают динамику среды при 
движении сосредоточенного в точке вибро-
источника, и на их основе общие решения виб-
ротранспортного уравнения при действии как 
распределенных в пространстве движущихся 
виброисточников, так и сосредоточенных на 
движущихся поверхностях и линиях.  

Построенные решения позволяют строить 
решения многих уравнений механики сплош-
ных сред для такого типа движущихся источни-
ков возмущений в средах и имеют обширные 
применения при решении различных инженер-
но-технических задач. 

 
1. Волновое уравнение Даламбера и его 

свойства 
 
Рассматривается многомерный аналог урав-

нения Даламбера: 
 

2
2

2 ( , ),c
uu u c g x t

t
− ∂

≡ ∆ − =
∂



                   (1) 

 
1,Nx R t R∈ ∈ ; c  – волновой оператор, ∆ - 

оператор Лапласа, ( , )g x t  -- обобщённая функ-
ция из класса обобщённых функций медленного 
роста. 

Уравнение (1.1) строго гиперболическое, 
класс его решений содержит разрывные по про-
изводным функции (Vladimirov, 1978; 
Petrovskiy, 1961). Поверхности разрыва ( F ) в 

1NR + - это характеристические поверхности 
уравнения (1), которые удовлетворяют характе-
ристическому уравнению в пространстве 

1 {( , )}NR x ctτ+ = ≡ : 

2 2
j

1
.

N

j
ν ντ

=
= ∑                          (2) 

где ( )1 ,( , ) ,..., Nx τν τ ν ν ν= – вектор нормали к F , 
сtτ = . Ему соответствует конус характеристи-

ческих нормалей - световой конус, для которо-

го 1 0Nτν ν += <  . В NR  такие поверхности дви-
жутся с единичной скоростью по τ : 
 

 1 / , j jN Nντ ν ν ν ν= − =                 (3)  
 
(по повторяющимся индексам i, j в произведе-
нии здесь и далее всюду проводится суммиро-
вание от 1 до N). В пространстве NR  им соот-
ветствуют волновые фронты ( Ft ), движущиеся 
со скоростью с по времени t . На них выполня-
ется условие Адамара:  
 

 [ ] [ ], ,
t t

i iF F
u cn u= −                   (4) 

 
где через ( ),

tF
f x t    обозначен скачок f на Ft :  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
0

, , ,

lim , , ,
tF

f x t f x t f x t

f x n t f x n t
ε

ε ε

+ −

→+

= − =  

= + − −
 

 
x∈Ft , n(x,t) – единичный вектор нормали к Ft , 
направленный в сторону распространения 
фронта волны: 
 

grad
, 1,..., .

grad
i t

i
tN

F
n i N

F
ν
ν

= = =           (5)  

 
Класс подобных решений гиперболических 

уравнений называют ударными волнами.  
Непрерывные решения волнового уравнения 

(1), удовлетворяющие (4) на фронтах ударных 
волн, называем классическими. 

 
2. Постановка вибротранспортной задачи 
 
 Назовем функцию источника ( , )g x t  виб-

ротранспортной, если она представима в виде 
 

1 2 3( , ) ( , , ) i tg x t g x x x Vt e ω−= + ,             (6)  
 

где V – скорость движения источника колеба-
ний вдоль оси X3,ω -частота колебаний, 0ω > . 
При 0ω =  нагрузка транспортная.  

Если правая часть (1) имеет аналогичный 
вид, то естественно искать решение в подобном 
виде: 

1 2 3( , ) ( , , ) i tu x t u x x x Vt e ω−= + .            (7)  
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Для этого перейдём в подвижную систему 
координат 1 2( , , ),x x z x Mτ= + ,ctτ = /M V c= -
число Маха. Назовём источник дозвуковым, ес-
ли M <1, сверхзвуковым, если M>1, и звуковым, 
если M=1. В новой системе координат решение 
имеет вид: 

1 2( , , ) , /iku u x x z e k cτ ω= = .            (8)  
 
Тогда, как следует из (1), амплитуда коле-

баний является решением вибротранспортного 
уравнения (ВТУ): 

 
2 2 2

2 2
2 2 2
1 2

2 1

(1 ) 2

( , ), ,

u u u uM i kM k u
zx x z

g x z x R z R

∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + + =

∂∂ ∂ ∂

= ∈ ∈

 (9)  

 

Обозначим 21m M= − . Тогда, в зависи-

мости от скорости источника, имеем три разных 
уравнения:  

при M <1 дозвуковое эллиптическое 
 

2 2 2
2

2 2 2
1 2

22 ( , );

u u um
x x z

ui kM k u g x z
z

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
∂

+ + =
∂

              (10) 

при M>1 - сверхзвуковое гиперболическое 
 

2 2 2
2

2 2 2
1 2

22 ( , );

u u um
x x z

ui kM k u g x z
z

∂ ∂ ∂
+ − +

∂ ∂ ∂
∂

+ + =
∂

              (11) 

при M=1 - звуковое параболическое 
 

 
2 2

2
2 2
1 2

2 ( , ). u u ui kM k u g x z
zx x

∂ ∂ ∂
+ + + =

∂∂ ∂
     (12)  

 
Требуется построить решение этих уравне-

ний при правых частях из класса обобщенных 
функций медленного роста 2'( ),S R R+×  

[0, )R+ = +∞ .  
 
3. Фундаментальные решения вибро-

транспортного уравнения. Преобразование 
Фурье 

 
Для построения решений гиперболического 

уравнения (11), построим функцию Грина – 
фундаментальное решение ( , )U x z этого урав-
нения с дельта-функцией в правой части: 

 
2 2 2

2
2 2 2
1 2

2

(1 )

2 ( ) ( , )

U U UM
x x z

Ui wM w U x z
z

δ δ

∂ ∂ ∂
+ + − +

∂ ∂ ∂
∂

+ + =
∂

             (13) 

 
которое удовлетворяет определённым условиям 
затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство 
функции Грина, построим решения ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных 
в ограниченных объемах, либо сосредоточен-
ных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем пре-
образование Фурье обобщенных функций, ко-
торое для суммируемых регулярных обобщен-
ных функций совпадает с классическим преоб-
разованием Фурье: 

 

( )

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , ) exp( ( ))

1( , ) ( , ) exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz

f x z f i x x z d d d

ξ ζ ξ ξ ζ

ξ ζ ξ ξ ζ ξ ξ ζ
π

= + +

= − + +

∫

∫
                                         (14)  

 
Тогда из (15) получим 

 
( )2 2 2 2

2 1

(1 ) 2 1,

, .

M kM k U

R R

ξ ζ ζ

ξ ζ

− + − − − =

∈ ∈
 

 
Откуда следует: при M<1 

2 2 2 2

1 ,
( 1) 2

U
M wM wξ ζ ζ

= −
− − − −

 (15)  

при M>1 
 

2 2 2 2

1
2

U
m kM kξ ζ ζ

= −
− − −

;         (16)  

при M=1  
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которое удовлетворяет определённым условиям 
затухания на бесконечности, различные для 
каждого случая. И далее, используя свойство 
функции Грина, построим решения ВТУ для 
подвижных виброисточников, распределенных 
в ограниченных объемах, либо сосредоточен-
ных на криволинейных линиях. 

Для построения решений используем пре-
образование Фурье обобщенных функций, ко-
торое для суммируемых регулярных обобщен-
ных функций совпадает с классическим преоб-
разованием Фурье: 

 

( )

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 23

( , ) ( , ) exp( ( ))

1( , ) ( , ) exp( ( ))
2

R

R

f f x z i x x z dx dx dz
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Тогда из (15) получим 
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(1 ) 2 1,
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− + − − − =
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Откуда следует: при M<1 

2 2 2 2

1 ,
( 1) 2
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M wM wξ ζ ζ

= −
− − − −

 (15)  

при M>1 
 

2 2 2 2

1
2

U
m kM kξ ζ ζ
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;         (16)  
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2 2

1 .
2

U
k kξ ζ

= −
− −

                  (17)  

 
Дозвуковой случай рассмотрен ранее в 

(Ukrainets, 2006). Здесь в статье рассмотрим 
сверхзвуковые решения.  

Вид оригинала зависит от размерности про-
странства, в котором это уравнение рассматри-
вается. Здесь построим ( , )U x z  для пространств 
физической размерности N=3,2,1.  

 
4. Функция Грина и общее решение 

сверхзвукового ВТУ в 3D пространстве 
 
4.1. Решение неоднородного ВТУ. Для вос-

становления оригиналов используем свойства 
линейных преобразований переменных Фурье в 
пространстве преобразований Фурье, а именно 

 
( )( )

( )
( )( )

1

( , )

F A

1 A ( )
2 N

i x
N

R

f d

f d e dVξ

ξ

ξ ξ
π

−

−

 + = 

= + =∫
 

( )
( )

( )
( )

( )

1

1

* (A , )

( , )
( ,(A ) )

1
( , )

1 ( )
2 det A

( )
2 det A

det A
A( )

N

T

N

i d x
N

R

i d x
i x

N
R

i d x
T

f e dV

e f e dV

e f x

ζ

ξ

ζ ξ
π

ζ ξ
π

−

−

− −

−

−

= =

= =

=

∫

∫  (18)  

 
Т е о р е м а 1. Функция Грина вибротранс-

портного уравнения (13) в 3D пространстве в 
подвижной системе координат при M>1 пред-
ставима в виде: 

 

2/
2 2 2

2 2 2

( , )

cos ( ),
2

izwM m

U x z

e w z m r H z mr
mz m rπ

=

 = − − − 
 −

 (19)  

 
( , ) 0U x z =  при { }3( , ) :x z R z mr∈ < , 

( , ) 0U x z →  при z → +∞ . В исходной системе 
координат функция Грина имеет вид:  

 
 

( ) ( )

( )
( )

2
3 /

23 2 2
1 2 3 32 2 2

3

( , , , ) cos ,
2

i x Vt kM mH x Vt mr e kU x x x t x Vt m r
mx Vt m rπ

++ −  = − + − 
 + −

                       (20) 

 
 

1 2 3( , , , ) 0U x x x t =  при 3x mr Vt< − , 
1 2 3( , , , ) 0U x x x t →  при t → +∞  для любых 

1 2 3( , , )x x x . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. В сверхзвуковом 

случае преобразуем формулу (16) к виду: 
 

( )

( ) ( )

2 2 2 2 2

22 22 2

1
2 /

1 .
/ /

U
m kM m k

m kM m k m

ξ ζ ζ

ξ ζ

= − =
− + −

= −
− + −

 

 
Здесь 2 1m M= − . Для восстановления ори-

гинала используем фундаментальное решение 
уравнения Клейна-Гордона: 

 
2 2 2 1

2 , ( ) ( ), ,zz q x z y R z Rν δ δ−∆ Φ − Φ + Φ = ∈ ∈ . 
 
 

Его преобразование Фурье равно 

( )
2 1

2 2 2 2

1 , ,R R
q

ξ ζ
ξ ν ζ−

Φ = − ∈ ∈
− −

. 

Оно имеет следующий вид [17]: 
 

22 2

22 2

2

cos( )
( , ) ( ),

2

.

q v z y
y z H vz y

v z y

y R

π

−
Φ = − −

−

∈

 (23)  

Аналогично, сравнивая константы и исполь-
зуя свойство трансформанты Фурье (20), полу-
чим функцию Грина вибротранспортного урав-
нения в сверхзвуковом случае: 

 

2/
2 2 2

2 2 2

( , )

cos ( ).
2

izkM m

U x z

e k z m r H z mr
mk z m rπ

=

 = − − − 
 −

 (22) 
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Ее носителем является конус z mr> , на по-
верхности которого она обращается в беско-
нечность. Она стремится к нулю при z → +∞ . 

 
4.2. Решения однородного ВТУ при N=3. Те-

перь построим решения однородного BТУ: 
 

2 0 2 0 2 0 0
2 2 0

2 2 2
1 2

2 1

2 0,

, .

u u u um i kM k u
zx x z

x R z R

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + =

∂∂ ∂ ∂

∈ ∈

 (23)  

 
В пространстве преобразований Фурье, оно 

имеет вид: 
 

( )2 2 2 2 0 2 12 0 , .m Mk k u R Rξ ζ ζ ξ ζ− − − = ∈ ∈  

 
Решение этого уравнения имеет ви 

0 ( , ) ( , )Su β ξ ζ δ ξ ζ= - сингулярная обобщённая 
функция – простой слой на поверхности S, на 
которой 

 
2 2 2 22 .m kM kξ ζ ζ− − =                 (24) 

 
Решение имеет вид интеграла по этой по-

верхности 
 

( )

( , )
0

1 2

( , ) ( , ) ( , ),

, .

i x i z

S

u x z e e dSξ ζβ ξ ζ ξ ζ

ξ ξ ξ

− −=

=

∫
   (25) 

 
Здесь плотность простого слоя ( , )β ξ ζ  – 

произвольная интегрируемая на S функция. Ес-
ли ввести замену переменных 2/kM mζ ς= + , то 
формула (27) преобразуется к виду:  

 

( )
222 2 2
2/ .km kM m

m
ξ ς− + =           (26) 

 
Это уравнение конуса с вершиной в точке 

( )20,0, /kM mζ = − , поскольку носитель фунда-

ментального решения лежит в области 0z ≥ . 
 
4.3. Общее решение ВТУ при N=3. Теперь 

можем дать формулу общего решения ВТУ при 
сверхзвуковых скоростях. 

Т е о р е м а 1. При M>1 решение ВТУ в 3D-
пространстве представимо в виде:  

 

0( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )u x z U x z g x z H z u x z= ∗ + .     (27) 
 
Если ( , )g x z  – регулярная функция и 

3
1( , ) ( )g x z L R∈ , то  

 

3
1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
R

U x z g x z

U x y z h g y h dy dy dh

∗ =

= − −∫ .            (28)  

 
Если ( , )g x z  – сингулярная обобщённая 

функция, сосредоточенная на поверхности S:  
 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )Sg x z x z x z x z L Sα δ α= ∈ , то  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

U x z g x z U x y z h g y h dS y h∗ = − −∫  (29)  

 
Если ( , )g x z  – сосредоточенная на кривой l 

сингулярная функция:  
 

1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L lβ δ β= ∈ , то 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h∗ = − −∫ .  (30)  

 Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим 
1 2( , , )zVT ∂ ∂ ∂ дифференциальный оператор ВТУ 

(11) . Подставляя (27) в (11) получим требуе-
мое: 

( )
{ } 0

1 2

1 2 1 2

0( , , )

( , , ) ( , , )

( , ) 0 ( , ).

z

z z

V gT

V

U u

U g u

x z g g x z

T VT

δ

∗ +

∗ + =

= =

∂ ∂ ∂ =

= ∂

+

∂ ∂

∗

∂ ∂ ∂  

 
Если 1( , )u x z  – любое решение (11), то 

2( , ) ( , ) 1( , )u x z u x z u x z= − является решением од-
нородного ВТУ (23). Следовательно 

1( , ) ( , ) 2( , )u x z u x z u x z= − . Т. е. имеет аналогич-
ный ( , )u x z . Ч. т. д. 

 
5. Функция Грина и общее решение 

сверхзвукового ВТУ в 2D пространстве 
 
5.1. Функция Грина N=2. Построим функ-

цию Грина ( , )U x z аналогично вышеизложен-
ному.  В этом случае 

( ) ( )
2 22 2 2

1 .
/ /

U
m kM m k mξ ζ

= −
− + −
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Если 1( , )u x z  – любое решение (11), то 

2( , ) ( , ) 1( , )u x z u x z u x z= − является решением од-
нородного ВТУ (23). Следовательно 

1( , ) ( , ) 2( , )u x z u x z u x z= − . Т. е. имеет аналогич-
ный ( , )u x z . Ч. т. д. 

 
5. Функция Грина и общее решение 

сверхзвукового ВТУ в 2D пространстве 
 
5.1. Функция Грина N=2. Построим функ-

цию Грина ( , )U x z аналогично вышеизложен-
ному.  В этом случае 

( ) ( )
2 22 2 2

1 .
/ /

U
m kM m k mξ ζ

= −
− + −

 

Здесь для восстановления оригинала ис-
пользуем фундаментальное решение двухмер-
ного уравнения Клейна-Гордона: 

 
2 2 2, , ( ) ( ), ( , ) .xx ttc q x t x t Rδ δ−Φ − Φ + Φ = ∈  

 
Его преобразование Фурье равно 
 

( ) 2
2 2 2 2

1 , , .R
c q

ξ ζ
ξ ζ−Φ = − ∈

− −
 

 
Здесь 0J  - функция Бесселя. Оно имеет сле-

дующий вид [17]: 
 

( )2 2 2
0( , ) ( ) 0.5 .

2
cx t H ct x J q c t xΦ = − − −  (31)  

 
Аналогично, сравнивая константы и исполь-

зуя свойство трансформанты Фурье (20), полу-
чим функцию Грина вибротранспортного урав-
нения в сверхзвуковом случае. Результат сфор-
мулируем в виде теоремы. 

Т е о р е м а 2. Функция Грина вибротранс-
портного уравнения (13) в 2D- пространстве 
при M>1 в подвижной системе координат 
представима в виде: 

 
2 2 2

0 2( , ) ( ) .
2 2
m kU x z H z m x J z m x

m
 = − − − 
 

 (32)  

( , ) 0U x z =  при { }2( , ) :x z R z m x∈ < , 

( , ) 0U x z →  при , / .z x z m→ +∞ <  
 
 Свойства функции Грина следуют из её 

представления. Её носитель на плоскости (x,z) 
это угол: z m x> , на границе которого z m x=  
она испытывает скачок, равный 1, т.к. 

0 (0) 1J = . При z → +∞  ( , ) 0,U x z →  т.к. 

0 2 0
2
zwJ
m

  → 
 

. В исходной системе координат 

функция Грина имеет следующий вид:  
 

1 2( , , )U x x t =  

( )2 2 2
2 1 0 2 12( ) .

2 2
m kH x Vt m x J x Vt m x

m
 = − + − + − 
 

 

1 2( , , ) 0U x x t =  при 2 1x m x Vt< − , 1 2( , , ) 0U x x t →  
при t → +∞  для любых 1 2( , )x x . 

 

5.2. Решения однородного ВТУ при N=2. Те-
перь построим решения однородного BТУ: 

 

( )
2 0 0

2 0 2
2
1

2 0, , .u ui kM k u x z R
zx

∂ ∂
+ + = ∈

∂∂
   (33)  

 
В пространстве преобразований Фурье, оно 

имеет вид: 
 

( )
( ) ( )( )

2 2 2 2 0

2 22 2 2 0

2 ( , )

/ / ( , ) 0

m Mk k u

m kM m k m u

ξ ζ ζ ξ ζ

ξ ζ ξ ζ

− − − =

= − + − =
 (34)  

Решение этого уравнения 
0 ( , ) ( , )Su β ξ ζ δ ξ ζ= - сингулярная обобщённая 

функция – простой слой на линии l, на которой 
 

( ) ( )
2 22 2 2/ /m kM m k mξ ζ− + = .         (35)  

 
Если ввести замену переменных 

2/kM mζ ς= + , то формула преобразуется к ви-
ду: 

( )( )
2

2/ / .km kM m m kM m
m

ξ ς ξ ς+ + − − =  

 
Это уравнение гиперболы с вершиной в 

точке ( )20,0, /kM mζ = − . Решение имеет вид 

криволинейного интеграла по этой гиперболе: 
 

( )
0 ( , ) ( , ) ( , ).i x z

l

u x z e dlξ ζβ ξ ζ ξ ζ− += ∫  (37) 

Здесь плотность простого слоя ( , )β ξ ζ  - 
произвольная интегрируемая на L функция.  

 
5.3. Общее решение ВТУ при N=2. Теперь 

можем дать формулу общего решения ВТУ при 
сверхзвуковых скоростях. 

Т е о р е м а 2. При M>1 решение ВТУ в 2D-
пространстве представимо в виде:  

 
0( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )u x z U x z g x z H z u x z= ∗ + . 

 
Если ( , )g x z  – регулярная функция и 

2
1( , ) ( )g x z L R∈ , то  

 

3
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

R

U x z g x z U x y z h g y h dy dy dh∗ = − −∫ . 
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Если ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l 
сингулярная функция:  

 
1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L lβ δ β= ∈ , то 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h∗ = − −∫  

 
6. Функция Грина и общее решение  

сверхзвукового ВТУ в R1 

 
6.1. Функция Грина, N=1.  В этом случае 

уравнение (11) имеет вид обыкновенного диф-
ференциального уравнения второго порядка: 

 
2 2

2 2 2 2
2 1 ( ) ( )d u Mki du k u g z H z

dzdz m m m
− − = − .    (40)  

 
Т е о р е м а 4. Функция Грина вибротранс-

портного уравнения (42) представима в виде: 
 

2
2

2( ) ( )
2

Mki z
mm kzU z sh e H z

k m
 =  
 

. 

 
Общее решение имеет вид: 
 

( ) ( )

2

1/ 1/
1 2

2
0

( )

1 ( ) ( ) ,
2

 

z i M z i M

Mkz i
m

u z c e c e

kH z g sh e d
w

z
m

α α

ζζζ ζ

+ −= − −

 −  
 

−∫
 

 
где 1,c  2c  Ц произвольные константы. Решение 
существует, если supp ( )g z  – ограниченное 
множество, с конечным интервалом определе-
ния по z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим его фун-
даментальное решение в виде ( ) ( ) ( )U z z H z= Φ , 
где ( )zΦ  – решение однородного уравнения 

 
2 2

2 2 2
2 0,

(0) 0, '(0) 1.

d Mki d k
dzdz m m

Φ Φ
− − Φ =

Φ = Φ =

          (41) 

 
Его характеристическое уравнение: 
 

2
2

2 2
2 0,Mki w

m m
λ λ− − =  – имеет 2 корня: 

( )
( ) ( )

2

1,2 2 2 4

2 2
2

2

1

1

1/ 1/ .

Mki Mk
m m m

k Mi m m
m

Mw i M i M
m

λ

α

= ± − =

= ± − + =

= ± = ±

 

 
Так как (0) 0,Φ =  значит 
 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

2

2

1/ 1/

/ /

2

2

2

2

2

( )

( / )

'(0) 0

1/ 1/

2 / 1
2

( )
2

( ) ( ).
2

z i M z i M

i z z M z M i z

Mki z
m

Mki z
m

z c e e

ce e e ce sh z M

c i M i M

mc M c
k

m kzz sh e
k m

m kzU z sh e H z
k m

α α

α α α α α

α α

α

+ −

−

Φ = − =

= − ==

Φ = ⇒

+ − − =

= = ⇒ =

 Φ = ⇒ 
 

 =  
 

 

 
Отсюда следует первая формула теоремы. 

Вторая формула есть сумма полученных реше-
ний однородного уравнения и частного реше-
ния в виде свёртки фундаментального с правой 
частью уравнения.  

Теорема доказана. 
 
Заключение 
 
Построенные здесь вибротранспортные ре-

шения волнового уравнения позволяют иссле-
довать волновые процессы в различных изо-
тропных средах при воздействии подвижных 
виброисточников волн различной природы. В 
частности, решения уравнений Ламе теории 
упругости с использованием потенциалов Ламе, 
которые удовлетворяют волновым уравнениям, 
позволяют исследовать напряжённо-деформи-
рованные состояние упругой среды при таких 
динамических процессах с широким приложе-
нием в задачах геофизики и сейсмологии.  

Построенные решения можно использовать 
для решения вибротранспортных краевых задач 
акустики, теории упругости и электродинамики,  
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Если ( , )g x z  - сосредоточенная на кривой l 
сингулярная функция:  

 
1( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( )lg x z x z x z x z L lβ δ β= ∈ , то 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
l

U x z g x z U x y z h g y h dl y h∗ = − −∫  

 
6. Функция Грина и общее решение  

сверхзвукового ВТУ в R1 

 
6.1. Функция Грина, N=1.  В этом случае 

уравнение (11) имеет вид обыкновенного диф-
ференциального уравнения второго порядка: 

 
2 2

2 2 2 2
2 1 ( ) ( )d u Mki du k u g z H z

dzdz m m m
− − = − .    (40)  

 
Т е о р е м а 4. Функция Грина вибротранс-

портного уравнения (42) представима в виде: 
 

2
2

2( ) ( )
2

Mki z
mm kzU z sh e H z

k m
 =  
 
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Общее решение имеет вид: 
 

( ) ( )

2

1/ 1/
1 2

2
0

( )

1 ( ) ( ) ,
2

 

z i M z i M

Mkz i
m

u z c e c e

kH z g sh e d
w

z
m

α α

ζζζ ζ

+ −= − −

 −  
 

−∫
 

 
где 1,c  2c  Ц произвольные константы. Решение 
существует, если supp ( )g z  – ограниченное 
множество, с конечным интервалом определе-
ния по z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим его фун-
даментальное решение в виде ( ) ( ) ( )U z z H z= Φ , 
где ( )zΦ  – решение однородного уравнения 

 
2 2

2 2 2
2 0,

(0) 0, '(0) 1.

d Mki d k
dzdz m m

Φ Φ
− − Φ =

Φ = Φ =

          (41) 

 
Его характеристическое уравнение: 
 

2
2

2 2
2 0,Mki w

m m
λ λ− − =  – имеет 2 корня: 

( )
( ) ( )

2

1,2 2 2 4

2 2
2

2

1

1

1/ 1/ .
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m m m

k Mi m m
m

Mw i M i M
m

λ

α

= ± − =

= ± − + =

= ± = ±

 

 
Так как (0) 0,Φ =  значит 
 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

2

2

1/ 1/

/ /

2

2

2

2

2

( )

( / )

'(0) 0

1/ 1/
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2

( )
2

( ) ( ).
2

z i M z i M

i z z M z M i z

Mki z
m

Mki z
m
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c i M i M
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k
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α α

α α α α α

α α

α

+ −

−

Φ = − =
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Φ = ⇒

+ − − =

= = ⇒ =

 Φ = ⇒ 
 

 =  
 

 

 
Отсюда следует первая формула теоремы. 

Вторая формула есть сумма полученных реше-
ний однородного уравнения и частного реше-
ния в виде свёртки фундаментального с правой 
частью уравнения.  

Теорема доказана. 
 
Заключение 
 
Построенные здесь вибротранспортные ре-

шения волнового уравнения позволяют иссле-
довать волновые процессы в различных изо-
тропных средах при воздействии подвижных 
виброисточников волн различной природы. В 
частности, решения уравнений Ламе теории 
упругости с использованием потенциалов Ламе, 
которые удовлетворяют волновым уравнениям, 
позволяют исследовать напряжённо-деформи-
рованные состояние упругой среды при таких 
динамических процессах с широким приложе-
нием в задачах геофизики и сейсмологии.  

Построенные решения можно использовать 
для решения вибротранспортных краевых задач 
акустики, теории упругости и электродинамики,  
 
 

подобно (Alekseyeva, 2008, Alexeyeva, 2010, 
Alexeyeva, 2017), используя построенные здесь 
функции Грина для построения ядер в инте-
гральных представлениях решений этих задач. 

Заметим также, что построенные решения 
при нулевой частоте вибрации описывают до-
звуковые транспортные решения волнового, 
уже хорошо изученные автором ранее 
(Alekseeva, 1991; Alekseyeva, 1994; Alekseyeva, 
1998; Alexeyeva & Kayshibayeva, 2016, 
Alekseyeva, 2008, Alexeyeva, 2010, Alexeyeva, 
2017). А транспортные и вибротранспортные 
нагрузки – это один из самых распространён-
ных источников возмущений в средах. Напри-
мер, электромагнитные поля электромагнитных 

излучателей на подвижных платформах, кото-
рые широко применяются в автомобильном и 
железнодорожном транспорте, можно модели-
ровать с использованием построенных здесь 
решений. При этом для моделирования источ-
ников излучения, сосредоточенных на поверх-
ностях, проводах или в точках, например, ди-
польного или мультипольного типа, следует 
использовать обобщённые функции типа про-
стых, двойных слоёв или дельта-функций и их 
производных.  

 
Работа выполнена при финансовой под-

держке КН МНВО РК (грант AP19674789, 
2023-2025 гг.) 
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