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Изучены электронные свойства одномерной неупорядоченной системы. По-

лучены зависимости логарифма коэффициента прозрачности и электро-
проводности от длины системы, степени разупорядочения и энергии электрона. 
Проведено сравнение результатов численного моделирования для композиционного 
и топологического видов хаоса в расположении примесных центров. 

 
Введение 

Задача квантового туннелирования элек-

трона через низкоразмерные неупорядочен-

ные системы исследовалась как аналитичес-

кими методами [1-5], так и численым модели-

рованем [6-8]. Интерес к ней вызван, в частно-

сти, тем, что поведение коэффициента про-

зрачности позволяет проследить за изменени-

ем природы одноэлектронных состояний в 

зависимости от характерных параметров хао-

тической системы. Для вычисления коэффи-

циента прозрачности конечной неупорядочен-

ной цепочки участок со случайным статисти-

ческим электронным потенциалом помещает-

ся между двумя полубесконечными почти 

«идеально» проводящими контактами, в пре-

делах которых электрон движется свободно. 

Доля электронов, прошедших из одного иде-

ального контакта в другой через «неидеаль-

ную» область, и определяет пропускание сис-

темы. 

Хорошо известно, что вследствие лока-

лизации электронных состояний в одномерной 

системе [1,2] коэффициент прозрачности экс-

поненциально убывает с увеличением длины 

цепочки L. Если рассматривать ансамбль не-

упорядоченных цепочек, то коэффициент про-

зрачности Т флуктуирует от образца к образ-

цу.  

При этом функции распределения вели-

чин Т является логарифмически нормальной 

[3, 4] вблизи своего среднего геометрического 

значения. 
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где ξ – половина длины локализации волновой 

функции одноэлектронного состояния. В 

дальнейшем, говоря об усреднении по ан-

самблю цепочек, обозначаемого угловыми 

скобками, будем иметь в виду только lnT.  

  

Режимы слабого и сильного рассеяния 

В рамках коротковолнового прибли-

жения kl≥1 (где k – импульс электрона, а 

l=(nR1)
-1 – длина свободного пробега) в работе 

[4] было показано, что 
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Важной особенностью цепочки δ-центров яв-

ляется то, что вероятность прохождения зави-

сит от L при сколь угодно длинной цепочке в 

отличие от потенциалов, у которых R1 стре-

мится к нулю быстрее, чем E-1 [4,7]. Известно, 

что коэффициент прохождения через потен-

циал V(x)=V1δ(x) равен  

T1=(1+V1
2/4E)-1.         (3) 

Представляет интерес вычисление ко-

эффициента прозрачности не только без пред-

положения о слабости рассеяния, но и за пре-

делами коротковолнового приближения, что 

можно осуществить с помощью числен-ного 

моделирования. Обычно численный расчет T 

проводился методом трансфер – мат-риц [6-9]. 

При этом цепочка моделировалась двумя спо-

собами в виде δ-образных потен-циалов раз-

ных амплитуд, расположенных периодически 

(композиционный беспорядок) [6-8], или же 

одинаковые δ-центры находились в случайных 

точках цепи (топологический беспорядок) [9].  
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 В настоящей работе представлены ре-

зультаты численного исследования задачи о 

прохождении электрона через одномерную 

неупорядоченную систему δ-образных потен-

циалов. В следующем пункте  приводится ме-

тодика вычисления коэффициента прозрачно-

сти, развитая в работе [9]. Результаты расче-

тов проведены для произвольной степени бес-

порядка.  
 
Модель проводимости одномерной неупо-
рядоченной системы  

Рассмотрим модель, в которой δ-потен-

циалы с произвольными амплитудами Vj  на-

ходятся в произвольных точках цепочки xj 
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Предположим, что имеется регулярный 

потенциал U(x) (например, периодический 

потенциал и т.п.). Запаздывающая функция 

Грина электрона G(x,x1), движущегося в сум-

марном потенциале, удовлетворяет уравнению 

Шредингера 
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где k = εiE +   (ε→0);  ħ=2m0 =1; 

m0 – масса свободного электрона. Как показа-

но в работе [9], функция Грина электрона 

уравнения (5) связана с затравочной функцией 

Грина G0 (x,x´) во внешнем потенциале U (x) 

соотношением 
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где G0 (x, x´)удовлетворяет уравнению 
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r1 – амплитудный коэффициент отражения. 

Тогда коэффициент прозрачности цепочки 

потенциалов (4) записывается в виде.  
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где DS – детерминант матрицы 
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Здесь zjq–фаза, набираемая электроном 

при движении в поле U(x) между рассеивате-

лями j и q, равная 
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Если потенциал U (x)≡0, то G0 =i/2k есть 

функция Грина свободного электрона и мы 

имеем  

zjq=exp(2ik |xj - xq|). 
Детерминант DS матрицы (9) удовлетво-

ряет рекуррентному соотношению 
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Здесь DN-1( N-2) – определитель, в котором от-

сутствует N-й (и N-1)-й) столбец и строка. 

Формула (9) с учетом рекуррентных со-

отношений (11) и (12) позволяет получить за-

висимость <ln T> от длины цепочки и энергии 

налетающего на нее электрона при любом 

беспорядке δ-потенциалов.  

 Метод расчета коэффициента прохож-

дения, основанный на формулах (8)–(12), 

имеет, на наш взгляд, некоторые преиму-

щества перед методом, использованным в 

работах [6-8]. Во-первых, мы можем рассмат-

ривать влияние композиционного беспорядка 

на поведение <ln T>. Кроме того, предлагае-

мый способ вычисления T может быть обоб-

щен, например, на случай потенциалов рас-

сеивателей в виде прямоугольных барьеров. 

Для вычисленного коэффициента проз-

рачности была сначала выбрана цепочка с 

вертикальным беспорядком, причем амплиту-

ды δ-потенциалов Vj хаотически распределены 

равномерно в интервале [-W/2, W/2]. Прозрач-

ность каждой цепочки ансамбля вычислялась 

по рекуррентным по рекуррентным соотноше-

ниям (11) и (12) при  
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различных энергиях Е падающего электрона и 

степени беспорядка W. Длина цепочки с пе-

риодом а достигала N=L/a≈20 000 узлов. Ус-

реднение проводилось примерно по 3000 реа-

лизациям случайного электронного потенциа-

ла.  

Из формулы (1) видно, что пропорцио-

нальность среднего логарифма <ln T> длине 

цепочки L  дает возможность найти длину ло-

кализации одномерного электронного состоя-

ния ξ. При условии слабого рассеяния  R1→1 

длина локализации равна [6,7]:  

 

,48/4// 22 EWEVa j =>=<ξ
    

(13) 

если энергия не соответствует резонансным 

точкам ka=mπ (амплитуда рассеяния в этом 

случае невещественна на iV1/2k, поэтому осо-

бенностей в центре зоны ka=mπ/2 нет [12]). В 

другом предельном случае ξ≤а, то есть силь-

ного рассеяния в работе [9] было показано, 

что  
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Для равномерного распределения ам-

плитуд Vj  легко можно вычислить средний 

логарифм и, следовательно, радиус локализа-

ции из (14)  
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Рис. 1. Зависимость обратного радиуса лока-
лизации а/ξ =<lnT>/N от параметра рассеяния 
W2/48E для задачи с композиционным беспо-
рядком при энергиях электрона E=5(1), 7.13 
(2), 8.21 (3). Сплошная линия – асимптотика 
слабого рассеяния (13), штриховая линия – 

предел сильной локализации (15). Вставка – 
предел слабого рассеяния (в линейном мас-

штабе). 

На рисунке 1 приведена зависимость 

обратного радиуса локализации а/ξ =<ln T>/N 

от величины W2/48E для импульсов в первой 

зоне ka<π. Видно, что расчетные значения а/ξ 

в двух предельных случаях рассеяния хорошо 

совпадают с асимптотиками (13) и (14).  

Отметим, что для энергий первой зоны 

выход за рамки коротковолнового приближе-

ния kl=kaR-1 ~ R-1
≥1 эквивалентен нарушению 

условия слабости рассеяния. Кроме того, чем 

ближе энергия к краю зоны, тем больший 

беспорядок необходим для применимости 

предела сильного рассеяния (15). 

Для удобства приняты атомные едини-

цы измерения: длина измеряется в боровских 

радиусах aB=5.29x10-11 м, энергия – в ридбер-

гах Ry=13.6эВ. 

 
Численное моделирование с топологиче-
ским беспорядком 

Нами был проведен расчет также и для с 

топологическим (горизонтальным) беспоряд-

ком δ-центров. В этом случае амплитуды по-

тенциалов всех δ-центров равны постоянной 

величине V0>0. Кроме этого, задаются число 

рассеивателей N и их концентрация n. 

Расположение центров по координате 

проводится следующим образом. Первая при-

месь помещается в начало координат х1>0. 

Положение следующей за ней примеси x2>x1 

выбирается согласно распределению Пуассо-

на Р ~ ехр[-n(x2–x1)] и т.д. Эта процедура про-

должается N-1 раз. В ансамбле таких цепочек 

длина системы не является фиксированной, а 

ее среднее значение равно <L>=N/n. 

Из рекуррентных соотношений (11), (12) 

следует, что в отсутствие внешнего потенциа-

ла Ux=0 параметрами задачи с горизонталь-

ным беспорядком являются среднее число 

примесей на длине волны электрона n/k  и 

борновское сечение рассеяния одного δ-

центра V0
2/4k2.  
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Ранее в работе [4] показано, что в ко-

ротковолновом пределе радиус локализации ξ 

для такой цепочки определяется соотношени-

ем 

)4/1ln(ln
1 22

0 kVT
n

+>=<−=
ξ

.   (16) 

Ясно, что при малых концентрациях рассеи-

вателей n≤k коротковолновое приближение 

применимо для любого типа рассеяния, 

kl~k/(nR1)≥1  [9]. Если n≥k, то выражение (16) 

справедливо до тех пор, пока рассеяние сла-

бое. При увеличении беспорядка расчетное 

значение (kξ)-1 
превышает величину (kξ*)-1 

из 

формулы (16) (рисунок 2). 

Отметим, что из формул (11) и (12) 

можно найти асимптотическое выражение для 

обратного радиуса локализации при условии 

V≥n≥k, причем не зависящее от энергии  
(ξn)-1 ∝ ln(V2/n2). 

 

 
 
Рис. 2.  Зависимость параметра рассеяния k

 
ξ 

от его величины в коротковолновом прибли-
жении

 k
 
ξ

* (формула (16)) для задачи с тополо-
гическим беспорядком при различных кон

 
центрациях δ-центров n/k: 1 – 0,01, 2 – 0.45, 3 
– 1, 4 – 2, 5 – 4.  На вставке – зависимость об-
ратного радиуса локализации (ξ n)-1  от пара-
метра беспорядка V2/4k2. Сплошная линия – 

коротковолновый предел (16). 

 Видно, что отклонение от перехода сла-

бого рассеяния (3) растет с увеличением бес-

порядка. Поскольку в этом случае спектр не 

имеет особых точек, изменение коэффициента 

прозрачности происходит монотонно в отли-

чие от цепочки с вертикальным беспорядком 

δ-центров. 

  

Заключение 

Итак, для одномерной неупорядочен-

ной системы δ-образных потенциалов суще-

ствует два режима: режим слабого рассеяния 

ξ≥а, когда применимо борновское приближе-

ние, и предел сильного рассеяния ξ≤а, пере-

ход между которыми можно изучать численно 

наподобие компьютерного анализа для систем 

с высокой размерностью [10,11]. Вблизи сво-

его среднего значения величина lnT  распре-

делена по Гауссу. Отметим, что по такому же 

закону распределены времена релаксации 

электронной плотности в одномерном диэлек-

трике [5], что также связано с нормальным 

распределением обратных радиусов локали-

зации (а/ξ). Кроме того, в эффекте Кондо су-

ществует неисчезающая доля свободных мо-

ментов в режиме слабого рассеяния [12]. По-

видимому, имеется прямое соотношение меж-

ду коэффициентом прозрачности и временем 

жизни волнового пакета в одномерном неупо-

рядоченном образце конченой длины. 
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Бірөлшемді ретсіз жүйенің электрондық қасиеттері зерттелген. Мөлдірлігінің коэффициентінің 
жəне электрөтімділігінің жүйенің ұзындығынан, ретсіз дəрежесінен жəне электрон энергиясынан 
тəуелділіктері алынған. Қоспалық центрлерінде орналасқан композициялық жəне топологиялық 
хаос түрлеріне арналған сандық модельдеу нəтижелерінің салыстыруы өткізілген. 
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The electron properties of one-dimensional disordered systems are investigated. The dependencies of 
transparency coefficients and electron conductivity on the system length, disorder degree and the elec-
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Изучены электронные свойства одномерной неупорядоченной системы. Получены зависимости 
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