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В рамках классической механики рассматривается природа нелинейности и 
подходы к решению нелинейных уравнений динамики систем потенциально взаимо-
действующих материальных точек. Объясняется, почему для разделения перемен-
ных, зацепление которых возникает из-за взаимодействия материальных точек, 
следует использовать два типа симметрии: симметрию системы и симметрию 
пространства, в котором движется система. В соответствии с этими типами 
симметрии появляется два типа энергии: энергия движения системы во внешнем 
поле и внутренняя энергия системы.  

 
 

Введение. Нелинейность является не-

отъемлемой чертой процессов организации и 

эволюции открытых, неравновесных систем. 

Действительно, эволюционные процессы в 

неравновесных системах характеризуются 

производством энтропии. Процесс производ-

ства энтропии определяется квадратичными 

членами по величине возмущения [1]. По-

скольку процессы организации и эволюции 

систем связаны с производством энтропии и 

диссипацией, то все они нелинейные.  

К настоящему времени не существует 

универсальных методов анализа и решения 

нелинейных задач. Известен лишь очень ог-

раниченный круг нелинейных уравнений, ко-

торые удалось решить. Причем для их реше-

ния каждый раз требовался индивидуальный 

подход. Чтобы найти решения нелинейных 

уравнений, их либо упрощают путем сведе-

ния к линейным уравнениям, либо пытаются 

решать численными методами [2]. Но чтобы 

нелинейные уравнения правильно преобразо-

вать в линейные уравнения, или корректно 

использовать для их решения численные ме-

тоды, необходимо знать природу нелинейно-

сти. Только в этом случае мы сможем опре-

делить: как нужно преобразовать уравнение, 

чтобы не потерять эффекты, связанные с эво-

люцией; что будет потеряно в результате ли-

неаризации; какие методы численного реше-

ния будет корректно использовать при их ре-

шении. Действительно, если природа изучае-

мого процесса по своей сути нелинейная, т.е. 

отображается нелинейными членами уравне-

ния, то в результате линеаризации мы можем 

потерять описывающие данный процесс чле-

ны, тем самым, исключив саму возможность 

его изучения.  

Именно такая ситуация возникла с опи-

санием природы необратимости в системах 

взаимодействующих тел на основе уравнения 

движения Ньютона для (материальной точ-

ки) МТ. Здесь необратимость динамики была 

заведомо исключена уже тем, что при по-

строении формализма, предназначенного для 

изучения динамики систем МТ, использова-

лась гипотеза о потенциальности всех кол-

лективных сил [5]. Оказалось, что эта гипоте-

за исключает диссипативные силы, ответст-

венные за изменение внутренней энергии. 

Именно наличие внутренней энергии и воз-

можность ее изменения при различных взаи-

модействиях систем, делает динамику тел 

необратимой, а значит эволюционной [3], т.е., 

необратимость обусловлена нелинейностью 

процесса. Потому она исчезает при линейном 

приближении.  

Таким образом, без понимания природы 

нелинейности в неравновесных системах, без 

универсальных методов их описания невоз-

можно эффективное развитие знаний об эво-

люционных процессах в природе.  

Ниже будет предпринята попытка пока-

зать универсальность природы нелинейности 

и рассмотреть ее роль в эволюции на приме-

рах систем потенциально взаимодействую-

щих МТ. Основная цель этого рассмотрения 
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состоит в физическом обосновании мето-
да разделения переменных системы путем 
перехода к микро и макропеременным. 
Без такого разделения переменных невоз-
можно объяснение детерминированной 
необратимости и построение расширен-
ного формализма механики, описываю-
щего процессы возникновения и эволю-
ции диссипативных систем.  

 
Нелинейности в системах МТ.  

Наличие универсальных законов эво-

люции систем, вне зависимости от того, яв-

ляются ли это системы Вселенной, или это 

системы атомарного размера [4], говорит о 

возможности классификации нелинейных 

процессов в соответствии с их природой. При 

наличии такой классификации процессов, 

должна существовать и классификация мето-

дов решения нелинейных уравнений, соответ-

ствующих этим процессам. Следовательно, 

чтобы выявить универсальные методы реше-

ния нелинейных уравнений, необходимо по-

нять природу нелинейностей в системах клас-

сической механики. С этой целью сначала 

рассмотрим некоторые принципиальные от-

личия между линейными и нелинейными 

процессами в различных системах. 

С физической точки зрения линейные 

процессы в классической механике характе-

ризуются тем, что они протекают при усло-

вии голономности внешних ограничений, ли-

нейности поля сил. Сами процессы должны 

быть достаточно слабыми, чтобы не влиять на 

среды, в которых они протекают. Наиболее 

важной чертой линейных уравнений является 

выполнение принципа суперпозиций их ре-

шений (сумма решений линейного уравнения 

также является его решением). У линейных 

процессов нет обратных связей между систе-

мой и средой, в которой они протекают. При-

мером линейных систем классической меха-

ники являются гамильтоновы системы. Для 

них существуют инварианты, называемые 

интегралами движения. Динамика таких сис-

тем может быть отображена в фазовом про-

странстве, объем которого также является 

инвариантной величиной [6]. Число инвари-

антов для системы материальных точек равно 

2 s -1, где s  - число степеней свободы. Наи-

более важным инвариантом динамических 

систем является энергия – скалярная функ-

ция, связывающая динамику с геометрией 

пространства и вытекающая из однородности 

времени [5, 6].  

В отличие от линейных процессов, не-

линейные процессы характеризуются тем, что 

они протекают в системах, на которые нало-

жены неголономные связи. Как правило, не-

линейные процессы влияют на параметры 

окружающей систему среды, а изменения 

этих параметров, в свою очередь, уже влияют 

на сами процессы. Примером взаимосвязи 

параметров среды и системы является опро-

кидывание волны на мелкой воде, когда ам-

плитуда волны становится сравнимой с глу-

биной. Здесь глубина является определяю-

щим параметром среды, а амплитуда волны 

является параметром возмущения. Взаимоза-

висимость этих параметров связана с тем, что 

при больших амплитудах волн, глубина зави-

сит от амплитуды волны. Другим примером 

является процесс распространения мощной 

радиоволны в плазме. Проходя через плазму, 

она изменяет ее параметры на столько, что 

изменения этих параметров сказываются на 

прохождении самой радиоволны.  

Наличие неголономных связей, а также 

зависимость окружающей среды от возмуще-

ния исключают возможность выполнения 

принципа суперпозиции решений для нели-

нейных уравнений, описывающих динамику 

таких систем. В результате уравнения могут 

оказаться неинтегрируемыми.  

Взаимосвязь параметров среды и систе-

мы приводит к появлению в уравнениях ди-

намики систем нелинейных членов через за-

цепление переменных. Такой случай реализу-

ется при описании неравновесных систем, 

представленных совокупностью перемещаю-
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щихся равновесных подсистем [3]. Здесь мак-

ропараметры, характеризующие движение 

системы в пространстве, становятся зависи-

мыми от микропараметров системы, характе-

ризующих преобразование энергии движения 
системы во внутреннюю энергию. В резуль-

тате исключается возможность решения соот-

ветствующих уравнений движения системы 

как целого, поскольку при этом исчезает воз-

можность существования однозначного ре-

шения, описывающего движение системы в 

макропеременных. Поэтому интегрирование 

таких нелинейных уравнений можно выпол-

нить либо путем перехода к новым независи-

мым переменным, то есть путем разделения 

переменных, если такое расцепление возмож-

но, либо путем линеаризации в приближении 

теории возмущения, если линеаризация не 

исключает сам процесс.  
Как правило, все существующие в при-

роде тела можно рассматривать в виде систем 

потенциально взаимодействующих МТ в поле 

внешних сил. Поэтому природа нелинейности 

процессов в таких системах может обладать 

большой общностью и быть характерной для 

любых тел, рассматриваемых в рамках зако-

нов классической механики.  

Пусть нам дана система МТ в поле 

внешних сил. Каждая МТ такой системы под-

вержена действию двух типов независимых 

сил. Одни силы связаны с взаимодействиями 

МТ. Другие силы обусловлены внешним воз-

действием на систему. Это приводит к зацеп-

лению переменных в системе уравнений, со-

ставленной из уравнений движения каждой 

МТ, представленных в (лабораторной сис-

теме координат ) ЛСК. Для таких систем в 

общем случае мы сталкиваемся с нелинейно-

стью, природа которой обусловлена зацепле-

нием переменных из-за взаимодействий меж-

ду собой МТ. Кроме того, возможна еще одна 

нелинейность при условии влияния движения 

системы на внешнее поле сил. Природа такой 

нелинейности становится понятной, если 

имеется совокупность систем, состоящих из 

МТ. В этом случае каждая система является 

внешней средой по отношению к другим сис-

темам, а движение всех систем взаимосвяза-

ны из-за взаимодействий МТ различных сис-

тем. 

Рассмотрим природу зацепления пере-

менных. Известно, что все связи в задачах 

классической механики делятся на голоном-

ные и неголономные. Голономными кинема-

тическими связями являются связи, имеющие 

вид соотношений между координатами сис-

темы. Такие связи всегда можно выразить 

через полный дифференциал пространствен-

ных переменных. При наличии голономных 

связей всегда можно перейти к новой системе 

независимых координат, в которых задача 

будет интегрируема. Это делается, например, 

методом неопределенных множителей Ла-

гранжа. Если все связи в системе голономны, 

то путем преобразования переменных соот-

ветствующая система уравнений всегда мо-

жет быть преобразована к 2s -1 независимых 

интегрируемых уравнений, где s  число сте-

пеней свободы системы [5].  

К неголономным связям относятся та-

кие связи, которые нельзя выразить через 

полный дифференциал функции пространст-

венных переменных. Если связи не голоном-

ны, то расцепить все переменные не удается. 

Поэтому системы с неголономными связями в 

общем случае не интегрируемы. Отметим, 

что силы трения относятся к неголономным 

связям. На практике, чтобы учесть их роль в 

динамике, в уравнение Ньютона добавляют 

член, пропорционального скорости тела. Этот 

член подбирается из эксперимента, т.е. эмпи-

рическим путем. В этом огромный недостаток 

механики МТ, который удалось исключить в 

механике структурированных частиц [3]. В 

дальнейшем будем исходить из того, что с 

чисто формальной стороны мы имеем все 

основания рассматривать взаимодействия 

между МТ, определяемые уравнением 

движения Ньютона, как ограничения или 

связи, наложенные на элементы системы.  
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Чтобы найти подход к описанию дина-

мики систем МТ, следует определить, как в 

это описание включить связи, обусловленные 

силами взаимодействия МТ между собой. Для 

начала рассмотрим несколько типов систем 

МТ. 

Рассмотрим случай, когда все МТ жест-

ко соединены между собой. В этом случае мы 

имеем аналог модели твердого тела. Его дви-

жение будет определяться суммой всех сил, 

действующих на каждую МТ, а точка прило-

жения этой силы является (центр масс) ЦМ. 

При заданных ограничениях форма и объем 

тела сохраняются вне зависимости от харак-

тера внешних и внутренних сил.  

В неоднородном внешнем поле для 

твердого тела существует два типа движения, 

которые можно считать ортогональными. Это 

поступательное движение вдоль градиента 

внешнего поля и вращение, т.е. движение 

твердого тела складывается из двух типов 

движения. Это перенос тела, когда его уско-

рение направлено вдоль потенциальной со-

ставляющей внешней силы, и вращение, в 

случае, если внешние силы будут иметь мо-

мент вращения. В этом случае пространство 

обобщенных координат и скоростей, т.е. фа-

зовое пространство, распадется на два неза-

висимых подпространства. Первое подпро-

странство определяется переменными, опи-

сывающими поступательное движение ЦМ. 

Для него вектор ускорения ЦМ и вектор 

внешних сил, приложенный к ЦМ совпадают. 

Совпадение имеет место, как по величине, так 

и по направлению. Второе подпространство 

независимых переменных соответствует сфе-

рическим координатам в системе ЦМ. Эти 

переменные определяют характер вращения 

тела. Подчеркнем, что в твердом теле, связи 

между МТ являются голономными, посколь-

ку они выражаются через соотношения между 

координатами МТ. Такие системы интегри-

руемы. 

Пусть теперь система представляет со-

бой «облако» невзаимодействующих между 

собой МТ, движущихся в поле внешних сил. 

Хотя внешнее поле будет совершать работу 

по перемещению отдельно каждой МТ, точка 

приложения сил, т.е. результирующая сила, 

будет совпадать с ЦМ этого облака частиц. 

Ускорение ЦМ облака будет равно сумме ус-

корений всех МТ и равно ускорению ЦМ. Ре-

зультирующая внешняя сила равна сумме сил 

инерции всех МТ. Если внешние силы потен-

циальны, то динамика облака обратима. Из 

обратимости динамики каждой МТ, опреде-

ляемой уравнением Ньютона, следует обра-

тимость динамики всего облака МТ. Если 

внешнее поле сил однородно, то облако не 

будет менять свою форму и объем. В против-

ном случае оно будет деформироваться, и ха-

рактер деформации будет определяться ха-

рактером неоднородности сил. Решение урав-

нения движения облака будет представлять 

собой сумму решений уравнений движения 

для каждой МТ. Движение облака можно за-

дать в фазовом пространстве размерности 

2 N -1, где N - число МТ. Системы в виде 

облака МТ интегрируемы.  

Теперь рассмотрим общий случай, ко-

гда имеется система потенциально взаимо-

действующих между собой МТ. Нам ни что 

не запрещает рассматривать взаимодейст-

вия МТ, как кинематические связи, нало-

женные на систему. Но эти связи в общем 

случае уже неголономны, так как уравнения 

движения Ньютона для каждой МТ не интег-

рируемо. Действительно, наличие потенци-

ального взаимодействия между МТ приведет 

к тому, что в ЛСК, координаты и скорости 

одной МТ зависят от координат и скоростей 

всех остальных МТ, т.е. возникнет зацепле-

ние переменных. Причем эта зависимость уже 

будет иметь дифференциальную форму, ко-

торая не интегрируема. Это видно и из того, 

что для каждой МТ отсутствует скалярный 

инвариант – энергия. Значит, наличие потен-

циальных взаимодействий между МТ в не-

равновесных системах не означает отсутствия 

неголономных связей.  
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Таким образом, если динамика единич-

ной или совокупности невзаимодействующих 

МТ однозначным образом зависит от поло-

жения МТ в пространстве, в котором задано 

поле сил, то динамика системы МТ зависит 

еще и от взаимодействий между всеми МТ, 

которые в неравновесных системах эквива-

лентны неголономным связям. Более того, 

если имеется совокупность систем МТ, то их 

динамика взаимозависима. Это приводит к 

зацеплению переменных взаимодействующих 

систем. Следовательно, для определения ре-

шения задачи необходимо найти переход к 

таким переменным, которые являются неза-

висимыми. Чтобы найти такой переход, нуж-

но знать качественное отличие динамики сис-

тем МТ от динамики не взаимодействующих 

МТ. Это отличие проще всего можно опреде-

лить на примере задачи двух потенциально 

взаимодействующих МТ.  

 

Задача двух МТ. 

Традиционно задача двух тел решается 

путем перехода в систему координат ЦМ. В 

результате такого перехода возникает разде-

ление переменных. Покажем, что природа 

такого разделения переменных связана с но-

вым качеством системы, отсутствующим у 

МТ – с внутренней энергией, обусловленной 

относительными движениями МТ и силами 

их взаимодействия. Это качество присуще 

любым системам. 

Природу нелинейности динамики в за-

даче двух МТ будем исследовать, опираясь на 

энергию. Выбор энергии, как основного ин-

варианта динамики системы, продиктован 

следующими соображениями.  

Во-первых, энергия это скаляр, одно-

значно определяемый в фазовом пространст-

ве.  

Во-вторых, именно энергия однозначно 

связывает динамику с геометрией простран-

ства.  

В-третьих, энергию мы можем опреде-

лить только из условия однородности време-

ни, которое имеет место для любых систем.  
Энергия двух МТ в ЛСК имеет вид:  

E = 2 2
1 2( ) / 2m v v+ + 12 1 2( ) ( ) ( )env envU r U r U r+ +

=const ,    (1) 

где 12( )U r  - потенциальная энергия 

взаимодействия МТ;  

1( )envU r , 2( )envU r - потенциальные 

энергии первой и второй МТ во внешнем 
поле сил;  

21, rr -координаты МТ; )( 2112 rrr −= ;  

1 2,v v  скорости МТ. 

Из (1) видно, что инвариантность энер-

гии имеет место только для всей системы в 

поле внешних сил. При этом энергии частиц 

взаимозависимы. Каждая МТ участвует в 

движении, обусловленном двумя типами сил - 

силами взаимодействия МТ, определяемые 

расстояниями между ними, и внешними силы, 

определяемые положением МТ в пространст-

ве, что и делает движения МТ взаимозависи-

мыми. Действительно, сила, действующая на 

одну МТ (назовем эту МТ первой) со стороны 

второй МТ, зависит от движения первой МТ. 

Это эквивалентно тому, что для активной си-

лы появляется зависимость от времени, по-

скольку она определяется зависящим от вре-

мени движением другой МТ. Очевидно, что 

появление зависимости от времени активной 

силы, в общем случае, нарушает симметрию 

времени. Последняя имеет место для движе-

ния МТ в независимом от ее динамики внеш-

нем поле сил. Отсюда можно заключить, что 

симметрия системы МТ может не соответст-

вовать симметрии уравнения движения Нью-

тона, которое было получено для внешних 

сил, независящих от движения МТ.  

Таким образом, наличие взаимозави-

симости координат и скоростей МТ приводит 

к тому, что эта система зацепляющихся 

переменных в ЛСК неприемлема для 

описания динамики системы МТ.  
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При переходе в систему ЦМ пере-

менные разделяются. В этой системе они 

задаются следующим образом:  

2/)( 212 rrR += ,  
2

2 1
( ) / 2ii

V v
=

= ∑   

координаты и скорости ЦМ в пространстве. 

Их назовем макропараметрами. Переменные 

1212 rv &= , 2/)( 2112 rrr −= , - относительные 

координаты и скорости МТ, где i iv r= & , 

назовем микропараметрами. Новые пере-

менные ортогональны, так как они удов-

летворяют теореме Пифагора. В них энергия 

системы (1) имеет вид: 

E ={ 2/2
2MV }+{ 4/2

12mv + 12( )U r }+

2 12( , )envU R r    (2) 

В уравнение (2): 2/2
2MV - кинетиче-

ская энергия движения ЦМ системы, как 
целого; 4/2

12mv + 12( )U r  - энергия относи-

тельного движения МТ системы, определяе-

мая силами взаимодействия МТ и их относи-

тельным движением, т.е. внутренняя энергия; 

2 12( , )envU R r  - потенциальная энергия сис-

темы во внешнем поле. mM 2= . Таким об-

разом, в новых переменных энергия распа-

лась на энергию движения системы в поле 

внешних сил и внутреннюю энергию. Про-

дифференцировав энергию (2) по времени, 

получим: 

)(
222

env
RFVMV +& +

)2/(
12121212
env

rFFvmv ++& 0=      (3) 

где 121212 /)( rrUF ∂∂= , 

2 2 12 2( , ) /env env
RF U R r R = ∂ ∂  , 

12 2 12 12( , ) /env env
rF U R r r = ∂ ∂  .  

В общем случае 
2

env
RF  и 

12

env
rF  зависят от 

2 12,R r . 

Если нет внешнего поля сил, то два по-

следних члена в уравнении (3) равны нулю. 

Переменные разделяются и уравнение (3) ин-

тегрируется.  

Пусть внешнее поле будет однородным 

на масштабах системы. Так как в этом случае 

последний член (3) равен нулю, то уравнение 

распадется на две части: 

+22 VMV & DVF env
R =22

  (4) 

12 12 / 2mv v +& DvF −=1212   (5) 

Здесь D  - константа разделения, кото-

рую из физических соображений следует вы-

брать равной нулю.  

Таким образом, в однородном внешнем 

поле переменные разделились. Уравнение (4) 

описывает движение ЦМ системы. Уравнение 

(5) описывает относительное движение МТ, 

которое не зависит от внешних сил. Это озна-

чает, что энергия относительного движения 

системы, т.е. внутренняя энергия, в однород-

но внешнем поле сил постоянна.  

В общем случае, когда внешние силы 

неоднородны на расстоянии 12r , их работа 

пойдет на изменение, как энергии движения 

системы, так и ее энергии относительного 

движения. Причем, если внешнее поле неод-

нородно и может быть представлено суммой 

двух членов, один из которых зависит от ра-

диус-вектора ЦМ, а другой только от гради-

ента силы, то переменные разделяются и за-

дача интегрируема. Но в общем случае, когда 

внешнее поле сил неоднородно, переменные 

не разделяются и задача не интегрируется. В 

целом, при наличии членов в силовых функ-

циях, зависящих от градиента сил, внутрен-

няя энергия системы будет изменяться [3].  

 

Система N  материальных точек 

Мы видим, что при наличии взаимодей-

ствий между МТ, переменные в ЛСК зацеп-

ляются. Это означает, что в ЛСК задача не 

интегрируема. Это также означает, что в ЛСК 

мы ничего не можем сказать о характере 

симметрии динамики системы относительно 

времени, хотя уравнение движения Ньютона 

для МТ обратимы. Действительно, если дви-

жение каждой МТ определяется суммой дей-

ствующих на нее сил, то движение системы, 

которое обусловлено только внешними сила-

ми, будет складываться из движений МТ, оп-
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ределяемых как внешними силами, так и си-

лами их взаимодействий. Очевидно, что в 

этом случае движение ЦМ уже не будет по-

добным движению МТ, подчиняющему зако-

ну Ньютона, согласно которому ускорение 

пропорционально действующей силе. Поэто-

му и симметрия уравнения движения системы 

будет иной. Чтобы можно было судить о 

симметрии времени для системы МТ, необхо-

димо уравнения движения системы записать в 

независимых переменных, либо разложить 

группу симметрий операторов уравнений на 

неприводимые представления, симметрии 

которых будут известны.  

Оказалось, что при переходе к новым 

микро- и макропеременным фазовое про-

странство разбивается на два ортогональных 

подпространства независимых переменных. 

Одно пространство отвечает за описание 

внутренней динамики МТ системы, а второе 

отвечает за описание движения ЦМ системы 

в поле внешних сил. В соответствие с этим 

энергия системы распадается на два незави-

симых типа. Это энергия относительного 

движения МТ, и энергия движения системы в 

поле внешних сил, зависящая от координат 

ЦМ и его скорости. Причем энергия относи-

тельного движения МТ является внутренней 

энергией и совпадает с энергией движения 

МТ относительно ЦМ. Изменение внутренней 

энергии обусловлено такой работой внешних 

сил, которая выполняется без изменения 

энергии движения системы. Эти выводы 

справедливы для всех тел, которые можно 

представить в виде системы из произвольного 

числа МТ [7]. 

Природу разделения переменных на два 

типа можно пояснить так. Складывая дина-

мические переменные для МТ в ЛСК, мы ис-

ключаем внутренние силы, поскольку их 

сумма равна нулю. При этом остаются только 

силы внешнего поля, определяющие движе-

ние ЦМ системы. В результате приходим к 

уравнению движения ЦМ системы во внеш-

нем пространстве. Это соответствует макро -

описанию системы. Вычитая эти переменные, 

мы наоборот исключаем внешние силы, дей-

ствующие на ЦМ, и приходим к уравнениям, 

определяющим относительное движение МТ 

за счет их сил взаимодействия. Это соответ-

ствует микроописанию системы. 

Таким образом, в общем случае дина-

мика системы определяется движением ее 

ЦМ в пространстве и движением МТ относи-

тельно ЦМ. В дальнейшем, координаты и 

скорости МТ относительно ЦМ системы бу-

дем называть микропеременными, а коорди-

наты и скорости ЦМ системы назовем макро-

переменными. Причем эти переменные полу-

чаются путем преобразования переменных 

для МТ, характеризующих их движение в 

ЛСК. Поскольку микро- и макропеременные 

независимы, то им можно поставить в соот-

ветствие два независимых пространства: про-

странство макро- и пространство микропере-

менных. Следовательно, микро - и макропе-

ременные разбивают пространство обобщен-

ных координат и скоростей на два инвари-

антных, независимых подпространства: про-

странство микропеременных, определяемое 

внутренними симметриями системы; про-

странство макропеременных, определяемое 

симметриями внешнего пространства.  

Таким образом. динамика системы 

определяется двумя типами симметрии: 

симметрией пространственного распреде-

ления МТ, а также характером их взаимо-

действий, и симметрией самого простран-

ства. Поэтому в соответствии с теоремой Не-

тер, движение системы характеризуется дву-

мя инвариантами: энергией движения их ЦМ 

и энергией движения МТ относительно ЦМ, 

т.е. внутренней энергией. 

Если система МТ равновесна, то ее со-

стояние полностью определяется внутренней 

энергией [8]. Это создает возможность опи-

сывать покоящиеся равновесные системы 

только на основе макропеременных и внут-

ренней энергии. Но если равновесная система 

движется в поле внешних сил, то в общем 
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случае для определения ее динамики необхо-

димо знать характер преобразования потен-

циальной энергии внешнего поля во внутрен-

нюю энергию. Это эквивалентно знанию ко-

эффициента трения.  

 

Нелинейность неравновесных систем 

На практике мы всегда имеем дело с 

неравновесными системами. Их представле-

ние в виде совокупности равновесных под-

систем соответствует приближению локаль-

ного равновесия, используемого в статисти-

ческой физике. Возможность такого пред-

ставления объясняют тем, что время установ-

ления равновесия в малых объемах значи-

тельно меньше времени установления равно-

весия во всей системе [7].  

Покажем, что если неравновесную 

систему разбить на совокупность равновес-

ных подсистем, то подсистемы будут харак-

теризоваться относительным движением [7]. 

Это позволит показать, что для систем, в 

отличие от МТ, имеется еще один тип 

нелинейности, обусловленный 

преобразованием энергии их относительного 

движения во внутреннюю энергию систем.  

Пусть неравновесная система разбита 

на R  равновесных подсистем. Пусть ЦМ 

всей системы покоится. Пусть , ,L L LM E P - 

масса, энергия и импульс L − подсистемы. 

Поскольку энтропия является функцией 

внутренней энергии, то в этом случае ее 

можно записать так: 

1

( )
R

tr
N L L L

L

S S E T
=

= −∑ ,    L =1,2,… R ;   (6)  

где 2 / 2tr
L L LT P M=  - кинетическая энергия 

движения выделенной подсистемы,  
tr

RT  =
1

R tr
LL

T
=∑ - кинетическая энергия дви- 

жения всех подсистем (в дальнейшем для 

краткости мы будем стараться везде 

пользоваться этими обозначениями).  

Так как вся система замкнута, то, 

помимо энергии, сохраняются полный им-

пульс и полный момент импульса, т.е.  

1

,
R

L
L

P const
=

=∑  
1

[ ] .
R

L L
L

r P const
=

=∑  

Здесь Lr -радиусы-векторы ЦМ 

подсистем. В состоянии равновесия энтропия 

системы имеет максимум. Необходимое 

условие максимума определяется с помощью 

метода неопределенных множителей Лагран-

жа, приравнивая к нулю производные по 

импульсу от выражения  

1

{ [ ]}
R

L L L L
L

S aP b r P
=

+ +∑ , 

где ba, - постоянные множители.  

Дифференцируя LS  по LP , в силу 

определения температуры, получим: 

 
LP

∂
∂

( )tr
L L LS E T− =  L L

L

P v

M T T
− = − . 

Отсюда, дифференцируя (7), получим: 
[ ]a Lv Ta r= + Ω , 

где TbTau =Ω= , .  

Итак, неравновесная система пред-

ставима в виде совокупности равновесных 

подсистем совершающих относительное дви-

жение. Равновесие системы характеризуется 

условием: tr
RT =0. Следовательно, энергия tr

RT  

характеризует упорядоченность частиц 

системы. Эта упорядоченность определяется 

отклонением функции распределения Rf  от 

равновесной. Условие 
t r

R
t

T
→ ∞

0→  эквивален-

тно стремлению к нулю относительных ско-

ростей подсистем, а значит и обобщенных 

сил, действующих между ними. Поэтому 

доказательство того, что в любых неравно-

весных системах с перемешиванием имеет 

место условие tr
RT 0→  при t → ∞ , 

эквивалентно доказательству существования 

необратимой динамики.  

Если система МТ равновесна, то ее со-

стояние полностью определяется внутренней 

энергией [7]. Это создает возможность опи-

сывать движение равновесных систем в поле 

внешних сил только на основе макропере-

менных и внутренней энергии. Кроме того, 

для описания ее движения нужно задать ко-

эффициент трения, определяющий преобра-
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зование энергии движения системы в его 

внутреннюю энергию. Такой коэффициент 

трения для равновесных систем будет выра-

жаться через градиент внешних сил и потен-

циал взаимодействия МТ.  

Таким образом, преобразование энергии 

относительного движения равновесных под-

систем, совокупностью которых задается не-

равновесная система, в их внутреннюю энер-

гию является нелинейным процессом. Этот 

процесс обуславливает движение системы к 

равновесию.  

 

Заключение  

Движение системы МТ во внешнем по-

ле сил в общем случае необратимо в отличие 

от движения одной МТ. Это обусловлено не-

сколькими причинами.  

Во-первых, система, в отличие от МТ, 

имеет размеры. Ее движение определяется 

как внешними силами, действующими на МТ, 

так и внутренними силами взаимодействия 

МТ между собой. Сумма всех действующих 

на систему сил дает результирующую силу, 

приложенную к ЦМ и обуславливающую пе-

ремещение системы как целого. Разность этих 

сил обуславливает изменение внутренней 

энергии системы. Поэтому ускорение ЦМ 

системы не определяется законом Ньютона, 

согласно которому оно должно быть пропор-

ционально приложенной к ЦМ силе. 

Во-вторых, движение систем МТ нели-

нейно. Нелинейность обусловлена тем, что 

координаты и скорости МТ в ЛСК взаимоза-

висимы, т.е. они зацепляются. Путем переход 

к микро- и макропеременным, связанным с 

движением МТ относительно ЦМ и движени-

ем ЦМ системы, переменные распадаются на 

два ортогональных независимых подпро-

странства. Это объясняется тем, что для сис-

тем, в отличие от МТ во внешнем поле, суще-

ствует два типа движения. Один тип движе-

ния - это движение МТ относительно ЦМ. 

Если система содержит достаточное количе-

ство МТ и равновесна, то эти движения опре-

деляют тепловую энергию. Другой тип дви-

жения – это движение системы как целого в 

пространстве, определяемое внешними сила-

ми. Поэтому такие типы движения независи-

мы. Физическая причина независимости дви-

жений обусловлена тем, что в соответствие с 

третьим законом Ньютона относительные 

движения элементов не влияют на движение 

ЦМ системы. Это видно из того, что движе-

ние ЦМ системы определяется суммой внеш-

них сил, действующих на элементы системы, 

в которой силы взаимодействия отсутствуют. 

А относительные движения МТ обусловлены 

их силами взаимодействия и разностью при-

ложенных к ним внешних сил. Как силы 

взаимодействия МТ, так и разность дейст-

вующих на них внешних сил определяются 

расстояниями между МТ [3]. 

Таким образом, движение тела задается 

обобщенными координатами, к которым от-

носятся координаты ЦМ и координаты МТ 

относительно ЦМ. Совокупность этих коор-

динат распадается на два независимых под-

пространства переменных, которые мы назва-

ли пространствами микро и макроперемен-

ных. Изменение внутренней энергии задается 

подпространством микропеременных, опре-

деляющих координаты и скорости МТ отно-

сительно ЦМ. Микропеременные получаются 

путем вычитания координат и скоростей со-

ответствующих МТ. Макропеременные полу-

чаются путем сложения координат и скоро-

стей всех МТ. Независимость двух подпро-

странств макро - и микропеременных следует 

из равенства нулю суммы внутренних сил. 

Отсюда динамика системы определяется дву-

мя типами симметрии: симметрией простран-

ственного распределения МТ и симметрией 

самого пространства. Поэтому в соответствии 

с теоремой Нетер, движение системы харак-

теризуется двумя инвариантами: энергией 

движения их ЦМ и энергией относительного 

движения. 

Изменение внутренней энергии пропор-

ционально градиенту внешних сил. Поэтому 
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оно имеет место, когда масштаб неоднород-

ностей внешнего поля соизмерим с размерами 

тела. В однородном внешнем поле, в котором 

отсутствуют градиенты, внутренняя энергия 

тела не меняется, поскольку ее изменение оп-

ределяется разностью сил, действующих на 

элементы системы.  

Хотя движения МТ относительно ЦМ 

системы не могут изменить скорости ЦМ, тем 

не менее, процесс изменения внутренней 

энергии за счет внешних сил сказывается на 

движении системы. Это обусловлено тем, что 

часть энергии внешнего поля идет на увели-

чение внутренней энергии, а величина этой 

части энергии зависит от скорости движения 

ЦМ.  

Таким образом, нелинейность динамики 

взаимодействующих тел связана с преобразо-

ванием энергии относительного движения тел 

в их внутреннюю энергию. Это преобразова-

ние обусловлено нелинейными членами в 

уравнениях их динамики, которые являются 

функциями, как микро- так и макропарамет-

ров. Именно такая нелинейность обуславли-

вает нарушение симметрии времени, так как 

преобразование энергии относительного дви-

жения тел в их внутреннюю энергию необра-

тимо. Необратимость следует из закона со-

хранения суммарного импульса всех МТ.  
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In the framework of classical mechanics the nature of the nonlinearity and approaches to solving the 

nonlinear equations of system dynamics potentially interacting material points are analyzed. Explains why 
the decoupling of the variables, the link which arises from the interaction of material points, you should use 
two types of symmetry: the symmetry of the system and the symmetry of the space in which the moving 
system. In accordance with these types of symmetry appear two types of energy: the energy of motion of the 
system in an external field and the internal energy of the system. 

 
НЬЮТОН МЕХАНИКАСЫНДАҒЫ БЕЙСЫЗЫҚТЫҚ 
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Ионосфера институты, Алматы, 050020, Казахстан, E-mail: vmsoms@rambler.ru 
 Классикалық механикада бейсызықтық табиғаты қарастырылып өзара потенциалды əсерлесетін 

материалды нүктелер жүйесінің динамикасыныбейсызық теңдеулерін шешудің тəсілдері 
ойластырылады. Материалды нүктелердің өзара əсерінің салдарынан байланысып тұрған 
айнымалылардың байланысынан арылу үшін неліктен жүйе симметриясы жəне жүйенің қос,алып келе 
жаткқан кеңістігінің симметриясын пайдалану керек екендігі түсіндіріледі. Осы екі симметрияға сəйкес 
энергияның екі типі пайда болады: сыртқы өрісте қозғалып келе жатқан жүйенің қозғалыс энергиясы 
жəне жүйенің ішкі энергиясы. 


